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Resumen y Abstract IX 
 
Resumen 
Este trabajo propone un estudio de algunas funciones multiplicativas, revisando los 
conceptos de números primos, compuestos, máximo común divisor, primos relativos, 
mínimo común múltiplo, parte entera, cardinal del conjunto de divisores positivos de un 
número entero dado, entre otros; aportando elementos más naturales desde el campo de 
la teoría de números para que el estudiante de grado undécimo del Colegio Distrital Juan 
Evangelista Gómez (jornada mañana) logre una mejor aprehensión de  los conceptos 
que hay alrededor de estas funciones; para ello se estructuran unidades didácticas 
apoyadas en el uso del programa DERIVE, que permite ver más allá de lo que 
manualmente se puede hacer ampliando de esta forma el horizonte cognoscitivo del 
aprendiz porque al superar la limitante que le pone la realización de operaciones 
aritméticas puede identificar e interpretar elementos importantes que caracterizan dichas 
funciones.  
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Abstract 
This paper proposes a study of some multiplicative functions, reviewing the concepts of 
primes, composites, greatest common divisor, relatively prime, least common multiple, 
integer part, cardinal of the set of positive divisors of a given integer, among others, 
providing more natural elements from the field of number theory for the Juan Evangelista 
Gomez District School eleventh grade students (morning shift) to gain a better grasp of 
the concepts around these functions; to achieve this purpose, teaching units are 
structured supported by the use of DERIVE, which let see farer than it can be done 
manually thus expanding the learner's cognitive horizon because they overcome the 
limitation of  the realization of arithmetic operations and  canidentify and interpret 
important elements that characterize these functions. 
 
Keywords:  
Function, divisor, prime, multiple, factor, Derive. 
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Introducción 
La presente propuesta busca ampliar el estudio de las funciones, pues en las 
matemáticas de bachillerato  este se ve restringido a algunos casos particulares, como 
son las funciones polinomiales (lineales, cuadráticas, cúbicas), las racionales, las 
exponenciales y las logarítmicas entre otras, de acuerdo a los lineamientos curriculares 
fijados por el Ministerio de Educación Nacional, pero rara vez, por no decir que nunca, se 
hace un análisis de funciones como las multiplicativas, que poseen un gran número de 
aplicaciones, como la función de Euler que constituye una herramienta útil para estudiar 
ciertos problemas de números.  
 
Y además acercar a los estudiantes al uso de nuevas tecnologías y a los llamados 
“Programas de Cálculo Simbólico”, para mejorar el proceso de enseñanza-aprendizaje de 
las matemáticas. 
 
Esta propuesta contempla tres capítulos: En el primero,  se aborda el marco histórico, 
mostrando algunos aspectos históricos de cómo se ha desarrollado la evolución de la 
teoría de números. 
 
El segundo capítulo trata sobre conceptos básicos de la teoría de números tales como: 
primalidad, divisibilidad, función de Möbius, función de Eulery el teorema de Fermat.  
 
 
El tercer capítulo comienza con el sustento teórico, didáctico y metodológico bajo el cual 
se construye la propuesta didáctica, donde se construirán algoritmos computacionales 
que permiten generar, calcular e ir descubriendo a partir de estos cálculos sus 
características, de tal forma que sin enfrascarnos en demostraciones profundas de la 
teoría de números los estudiantes vayan identificando y familiarizándose con dichas 
propiedades. 
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Se utiliza el programa DERIVE, software especializado en matemáticas, el cual permite 
construir algoritmos computacionales para presentar las funciones multiplicativas que se 
derivan de este trabajo, haciendo posible realizar cálculos que manualmente no sería 
posible hacerlos. 
Se escogió Derive por su enorme potencia y su facilidad para manejar, máxime teniendo 
en cuenta la gran cantidad de posibilidades que ofrece, siendo Derive un programa 
computacional de uso obligatorio  en la enseñanza secundaria en algunos países, de 
gran influencia en el proceso de enseñanza-aprendizaje.  
 
En Bogotá la secretaría de educación compró la licencia para que se utilice Derive en 
todos los colegios oficiales, es el caso del Colegio Distrital Juan Evangelista Gómez. 
 
Dado que muchos problemas que requieren cálculos extensos y laboriosos, pueden 
resolverse oprimiendo una tecla cuando se usa Derive; se eliminará así el aspecto 
tediosos de numerosos cálculos matemáticos; dejando a Derive los aspectos mecánicos 
y los algoritmos de la resolución de problemas y así los estudiantes pueden concentrarse 
en el significado de los conceptos matemáticos. En lugar de aprender y enseñar 
habilidades de cálculo, los profesores y los estudiantes pueden centrarse en los aspectos 
más importantes de las técnicas de resolución de problemas, facilitando la comprensión y 
el desarrollo de los conceptos matemáticos. 
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1. Capítulo 1 Reseña histórica. 
Las matemáticas son el alfabeto con el cual Dios ha escrito el Universo. 
Galileo Galilei (1564-1642) Físico y astrónomo italiano. 
 
Desde las más antiguas civilizaciones, el hombre ha demostrado su interés por los 
números, buscando respuestas  a sus inquietudes. La inquietud permitió la aparición de 
conceptos abstractos en la mente del hombre primitivo ya evolucionado; inicialmente se 
utilizaba la representación de cantidades con marcas en los árboles, en huesos, con 
montones de piedras, nudos en sogas, etc. Los recursos que utilizaban, dependían de 
dónde estaban ubicados. Muchos pueblos antiguos se interesaron por los números, por 
algunas razones prácticas: el cómputo del tiempo, asociados a la adivinación y el 
esoterismo, o su relación con la astronomía. Entre estas civilizaciones se destacan los 
griegos,  que llegaron a desarrollar una teoría de números pura guiada por criterios 
estrictamente matemáticos. Los griegos descubrieron las leyes básicas de la aritmética, 
conocían la división, los números primos, el cálculo del máximo común divisor y del 
mínimo común múltiplo, entre otros. Los griegos al desarrollar la aritmética elemental 
fueron descubriendo el lenguaje de los números. 
 
 
Figura 1: Fotografía del hueso de Ishango. 
 
Se fueron conociendo algunas propiedades que cumplían ciertos números, que 
interesaron su estudio, como la primalidad, la de ser divisor, de ser múltiplo, entre otras 
tantas. 
 
Se dice que la teoría de números comenzó con el matemático griego Diofanto de 
Alejandría en el siglo III D.C, quien escribió trece libros dedicados a la resolución de 
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ecuaciones algebráicas, intentando dar métodos para encontrar sus soluciones enteras o 
racionales. Algunos ejemplos de los problemas que trataban sus libros son: ¿Qué 
números son suma de dos números al cuadrado? ¿Qué números son suma de tres 
números al cubo? Pero la contribución (indirecta) más importante de Diofanto fue a partir 
de la traducción al latín, en 1621 por C. G. Bachet, de sus seis primeros libros con el 
nombre de Aritmética. Esta traducción fue la que inspiró al padre de la moderna teoría de 
números, Pierre de Fermat.  
 
En el siglo XVII los matemáticos estaban más interesados por explorar ideas nuevas, 
como el recién descubierto cálculo diferencial, que por los viejos problemas sobre 
números enteros que se estudiaban en los libros de Euclides, Diofanto, etc. Se tenía la 
impresión de que no había mucho por descubrir en ese campo. Uno de los principales 
responsables de renovar el interés por la teoría de números fue Fermat, quien retaba a 
otros matemáticos a resolver problemas que él mismo había resuelto o al menos 
conjeturado. 
 
La facilidad de formular conjeturas sencillas mediante cálculos directos hacía a los 
problemas mucho más intrigantes. 
 
 
Pierre de Fermat es uno de los matemáticos más importantes de la historia. Aunque de 
hecho no era matemático sino juez. Vivió durante la mayor parte de su vida en Toulouse, 
dedicándose en las horas libres a las matemáticas. Entre los resultados más importantes 
que obtuvo podemos destacar la invención (junto a Descartes) de las ahora llamadas 
coordenadas cartesianas, que permitieron “traducir” los problemas geométricos a 
problemas algebráicos. 
 
Pero los trabajos que lo han hecho más famoso fueron, sin duda, los que obtuvo 
inspirado en el libro de Diofanto, que dieron origen a la teoría de números. Aunque 
debido a la forma de trabajar de Fermat, que no publicó sus resultados en vida y solo 
divulgaba a través de cartas a sus amigos y colegas, algunos de sus métodos para 
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resolver los problemas, aun no se conocen; pero el método denominado de descenso 
infinito fue de transcendental importancia para resolver problemas de teoría de números1. 
 
Entre los resultados más importantes que obtuvo (o se conocieron) están: El llamado 
“Pequeño teorema de Fermat”: Para todo número primo   y para todo número natural   
no divisible por   tenemos que   divide a        . 
 
El resultado más famoso de los que propuso Fermat, es el denominado “último teorema 
de Fermat”. La historia empieza después de su muerte, cuando su hijo publicó la edición 
que tenía Fermat del libro de Diofanto junto con las anotaciones originales de Fermat. En 
una de ellas, al margen de la parte en que Diofanto habla de las ternas pitagóricas, 
Fermat dejó escrito el siguiente enunciado (traducido al lenguaje moderno): 
 
Para cualquier número natural   mayor o igual que tres, la ecuación:           
no tiene soluciones naturales no triviales. Y añade: “tengo una demostración 
maravillosa de este resultado pero este margen es demasiado estrecho para contenerla”. 
 
A partir de este momento muchos de los matemáticos más importantes de la historia 
intentaron demostrarlo sin éxito hasta que recientemente, en 1994, Andrew Wiles 
consiguió demostrar este resultado; aunque no con los métodos que podía conocer 
Fermat. 
 
“En matemáticas existen funciones que se destacan frecuentemente por su gran cantidad 
de aplicaciones. Este es el caso de las funciones   de Möbius y   de Euler. 
 
                                               
 
1ALBIS GONZÁLEZ, VÍCTOR SAMUEL, “El señor de Fermat y sus problemas. III”, 
Boletín de  Matemáticas 10 (1976),  86-95. 
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Leonhard Euler fue quien inicialmente en sus trabajos de 1748 empezó a utilizar 
implícitamente la función   de Möbius; pero el primero en investigar sus propiedades en 
forma sistemática fue el propio Möbius en el año 1832. 
 
La función   de Euler, la introdujo este gran matemático suizo cuando generalizó en 
1736 el denominado pequeño teorema de Fermat. Estas funciones tienen muchas 
aplicaciones  en álgebra moderna, geometría y en teoría de números…” (Encuentro de 
geometría, Iván Castro Chadid, diciembre 8 de 2007). 
 
Muchos problemas requieren de cálculos extensos y laboriosos, generando tedio y 
rechazo para la mayor parte de los estudiantes, por lo cual utilizaremos  el programa 
DERIVE, herramienta ideal para apoyar el aprendizaje y la enseñanza de las 
matemáticas. Gracias a sus capacidades numéricas, algebraicas y gráficas, permitiendo 
nuevos enfoques en la enseñanza, en el aprendizaje y en la comprensión de las 
matemáticas, pues se deja a Derive  los aspectos mecánicos y los algoritmos de la 
resolución de problemas, así los estudiantes pueden concentrarse en el significado de los 
conceptos matemáticos.   
La palabra algoritmo proviene del nombre del matemático llamado Abu Abdullah 
Muhammad Al-Khorezmi, que vivió entre los siglos VIII IX. Su trabajo consistió en 
preservar y difundir el conocimiento de la antigua Grecia y de la India. Sus libros eran de 
fácil comprensión, simplifico las matemáticas a un nivel lo suficientemente simple para 
que pudiera ser comprendida por muchas más personas. Por esta razón aunque no haya 
sido el inventor del primer algoritmo, merece que este concepto esté asociado a su 
nombre. 
Ya en el siglo XIX, se produjo el primer algoritmo escrito para una computadora, la autora 
fue Ada Byron, en cuyos escritos se detallaba la máquina analítica en 1842.  
 
Algoritmos entendidos como: “una secuencia finita de instrucciones, reglas o pasos que 
describen de forma precisa las operaciones que un ordenador  debe realizar para llevar a 
cabo una tarea en un tiempo más corto”. (Donald E. Knuth, 1968). O como un “conjunto 
finito de pasos definidos, estructurados en el tiempo  y formulados con base a un 
conjunto finito de reglas no ambiguas, que proveer un procedimiento para dar solución o 
indicar la falta de esta a un problema en un tiempo determinado”. (Rodolfo Quispe, 2004). 
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El algoritmo fue empleado por los matemáticos desde el siglo XVII para referirse a 
procedimientos de cálculo. La aparición de las computadoras, propiciada por la 
necesidad de realizar cálculos y conteos, obligó a hablar de métodos y procedimientos 
para describir los programas que para ellas se elaboraban; programas que eran en sí la 
representación de un procedimiento matemático, de un algoritmo. La escritura de 
programas es entonces la elaboración o implementación de los algoritmos. Al final, 
programar bien es hacer matemáticas y como todo buen matemático, todo buen 
programador debe contar  con un buen método que le permita asegurarse de que sus 
programas son correctos. Aquí es donde comienza a verse la importancia de la definición 
del término algoritmo. 
Podemos ver que tanto la matemática como la computación se originan del acto de 
contar. Sin embargo, las primeras se encargan de descubrir las verdades acerca de las 
estructuras abstractas, la segunda de estudiar el conjunto de acciones que obedecen a 
reglas formales estructuradas en el tiempo. A este aspecto los trabajos de Alan M. Turing 
y Emil Post han sido decisivos y con profundas implicaciones en ambas disciplinas. Sus 
modelos la Máquina de Turing y la Máquina de Post son las formalizaciones aceptadas 
de lo que debe considerarse como un procedimiento  efectivo, el cual devuelve una 
respuesta o indica la falta de ésta a un problema. 
 
 
 
 
  
 
2. Capítulo 2.   Sustento teórico 
La matemática es la reina de las ciencias y  
la teoría de números es la reina de la matemática. 
Karl Friedrich Gauss (1777-1855) matemático, físico y astrónomo alemán. 
 
 
Dentro de las diferentes clases de funciones que existen, se estudiará de manera 
elemental las funciones aritméticas en especial las funciones multiplicativas, que ni 
siquiera se menciona  dentro de los temas del bachillerato, pero que presentan un buen 
número de aplicaciones, útiles para estudiar ciertos problemas de números. 
 
2.1 Funciones Aritméticas 
Una de las ramas de las matemáticas, la teoría de números, se encarga de estudiar el 
conjunto de números enteros positivos o conjunto de números naturales 
  {           }. Su interés y estudio es tan antiguo como la misma civilización. Retos 
intelectuales han atraído el interés de matemáticos notables desde la misma  época de 
Pitágoras, lo que ha generado nuevas ramas de las matemáticas. 
 
El desarrollo de las computadoras y la creación de programas especializados han 
mostrado que la teoría de números es capaz de dar respuestas inesperadas a problemas 
prácticos (Hardy y Wright, 1984). 
 
En este trabajo se presentará un estudio básico de algunas de las principales   funciones 
aritméticas, en especial las funciones multiplicativas de relevancia en la teoría de 
números apoyándose en el programa DERIVE para que sean más fácilmente entendibles 
por los estudiantes de bachillerato. 
22 Funciones multiplicativas y su proyección didáctica  al aula de clase 
 
Derive es un programa de álgebra computacional desarrollado como un sucesor de 
muMATH por SoftWarehouse en Honolulu, EE.UU, actualmente es propiedad de Texas 
Instruments. Derive fue creado en muLISP. La primera versión en el mercado fue en 
1988. 
El aspecto más sobresaliente de DERIVE es su trabajo simbólico unido a sus 
capacidades gráficas. Es una excelente herramienta para hacer y aplicar matemáticas. 
Suministrando varios ficheros de funciones para diversos  propósitos.  
 
Es importante aclarar que las funciones que se construyen en este trabajo no hacen 
parte de la biblioteca o ficheros que tiene incorporado el programa DERIVE, aunque 
como es obvio se emplean algunas de ellas como  VECTOR, FLOOR, IF, SELECT y 
DIMENSION, entre otras, de tal manera que las funciones que he construido son 
novedosas y de gran utilidad. 
 
Definición: 
Una función cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos (Z+) y codominio   , 
subconjunto  de los enteros positivos (Z+), se denomina una FUNCIÓN  ARITMÉTICA. 
Dos de ellas muy conocidas son: 
 ( ), es el número de divisores positivos de  . 
 ( ), es la suma de los divisores positivos de  . 
 
Por ejemplo: 
 
1)  ( )        
       ( )            . 
2)  (  )      
       (  )                  
3)  (  )      
       (  )          
4)  (  )                                                                                                           
 (  )                        . 
 
Capítulo 2 23 
 
 
 
 
Ahora presentaremos una breve y rápida guía sobre el manejo de DERIVE. 
Elementos principales de DERIVE. 
1. Barra del menú. 
 
 
2. Botones de acceso rápido. 
Al colocar el cursor sobre cada icono aparece un recuadro con la función. 
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3. Barra de edición o autor: permite introducir directamente y manejar las expresiones a 
utilizar. 
 
4. Alfabeto griego. 
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5. Símbolos matemáticos. 
 
6. Introducir y manejar expresiones. 
Sobre la barra de edición se escriben directamente las expresiones a utilizar y a 
continuación oprimimos INTRO en el teclado  . Para obtener el resultado en los 
botones de acceso rápido se oprime   
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DERIVE se aprende con mucha facilidad, con trabajo permanente y orientado 
inicialmente, además existen en la red una buena cantidad de tutoriales que nos explican 
claramente cómo utilizarlo con éxito. 
Claro que los estudiantes del Colegio Distrital Juan Evangelista Gómez, jornada mañana 
están familiarizados con su uso; pues desde hace ya algunos años 4 aproximadamente, 
en el área de matemáticas se ha estado trabajando con el uso de algunos programas, en 
especial  DERIVE y CABRI. 
 
A continuación se presentan algunos algoritmos que se han construido en DERIVE y que 
tienen por objeto, no solo  el poder calcular algunas funciones multiplicativas sino 
también poder ver algunos aspectos de ellas que calculándolos manualmente serían 
imposibles de observar. 
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2.2 Algoritmos construidos a partir del programa 
DERIVE. 
 
Definición: Un entero positivo     se denomina un número primo si tiene exactamente 
dos divisores positivos a saber: 1 y  . La palabra primo proviene del latín “primus” que 
significa primero, pues todo número entero se puede expresar de forma única  como el 
producto de números primos, entonces a partir de ellos obtenemos los demás números 
enteros, por eso se consideran los primeros. 
Por ejemplo: 
7 es un número primo, porque sus únicos divisores son 1 y 7. 
15 no es primo, porque sus divisores  son 1, 3, 5 y 15. 
Si el número no es primo se le llama compuesto.  
 
Lamentablemente no existen métodos generales que permiten determinar si un entero 
positivo es primo o no. Un método simple y eficaz para enteros relativamente pequeños 
es verificar si el entero dado tiene o no divisores primos menores que él. Puesto que si 
      entonces    √  o   √  es suficiente determinar si algún primo menor o igual 
a √  es divisor de  . 
Ejemplo: Veamos si 113 es primo o no. La raíz cuadrada de 113 está entre 10 y 11, 
puesto que         y         , luego basta ver si alguno de los primos 2, 3, 5 o 7 
son divisores de 113 y como ninguno de ellos lo es, entonces 113 es un número primo. 
 
Una técnica llamada la Criba de Eratóstenes en honor al matemático griego Eratóstenes 
(276-194 A.C.) representa un método razonable para obtener una lista completa de los 
primos menores o iguales que  , cuando   es relativamente pequeño. Esta técnica 
consiste en escribir una lista de los enteros entre 2 y  , para después tachar los múltiplos 
de 2, ya que dichos números contiene como factor a 2 y por lo tanto son compuestos, 
continuamos eliminamos cada tercer número después de 3, ya que son números 
compuestos y repetimos la operación eliminando los múltiplos de 5, de 7… El proceso 
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termina cuando todos los múltiplos de   , distintos de  , para todo primo   √  han sido 
eliminados. Los números que quedan después de este tamizado son los primos menores 
o iguales a   . 
La siguiente tabla muestra el tamizado para      . Los primos menores o iguales que 
100 son los que no están tachados. 
1   4  6 8 9 10 
 12 14 15 16 18 20 
21 22 24 25 26 27 28 30 
32 33 34 35 36 38 39 40 
42 44 45 46 48 49 50 
51 52 54 55 56 57 58  60 
62 63 64 65 66  68 69 70 
72 74 75 76 77 78 80 
81 82 84 85 86 87 88 90 
91 92 93 94 95 96  98 99 100 
 
 
 
PRIMER ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para  poder determinar cuándo un número es primo o 
no. Si el número   es primo esta función produce 1, en caso contrario 0, es decir   es 
compuesto. 
            
Presentación que se propone en DERIVE: 
 
 
Ejemplo 1: 
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Como el resultado es true nos indica que el número 97 es primo. 
 
Ejemplo 2: 
 
Aquí se indica que el número 15 no es primo, pues el resultado es false. 
 
Ejemplo 3: 
 
El número 707797711711 es primo. 
 
Ejemplo 4: 
 
El número 9708672 no es primo. 
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SEGUNDO ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para  determinar cuáles números primos son mayores 
o iguales a   y  menores o iguales a  y a demás el lugar que ocupa. 
 
Presentación que se propone en DERIVE: 
La función:  
 
Ejemplo 1: 
 
 
En la primera columna están los números mayores o iguales a 2 y menores a 13, en la 
segunda columna el 1 indica que el número es primo y 0 (cero) que no lo es y la tercera 
columna indica la posición que ocupa dentro de la sucesión de números primos. 
Así: 2 es primo (1) y es el primero de esta lista, 3 es primo (1) y es el segundo de la lista, 
4 no es primo (0), etc. 
 
Ejemplo 2: 
 
En este caso entre los números 2501 y 2507 solo hay un número primo que es el 2503 y 
ocupa la posición 368 en la sucesión de números primos. 
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TERCER  ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para indicar los números primos menores o iguales a 
m. 
 
Presentación que se propone en DERIVE: 
 
Ejemplo 1: 
 
Aquí se está indicando que los números primos que son menores o iguales a 11 son: 2, 
3, 5, 7 y 11. 
Ejemplo 2: 
 
Estos son los números primos menores o iguales al número 68. 
 
Ejemplo 3: 
 
Aquí se muestran los números primos menores o iguales a 254. 
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CUARTO  ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para indicar el mayor primo menor o igual a n. 
 
Presentación que se propone en DERIVE: 
 
 
Ejemplo 1: 
 
Los números primos menores que 18 son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 y el mayor de ellos es el 
17. 
 
Ejemplo 2: 
 
El mayor primo menor o igual a 95 es 89. 
 
Ejemplo 3: 
 
El mayor primo menor o igual a 2479 es 2477. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Capítulo 2 33 
 
 
 
 
QUINTO  ALGORITMO: 
 
Recordemos:   es un factor de  , lo denotamos como:  | , si  existe un entero   tal que 
    . 
Ejemplo:   es un factor de 15, porque existe un entero 5, tal que        . 
 
 
El siguiente algoritmo se construyó para indicar los factores del número n. 
 
Presentación que se propone en DERIVE: 
 
 
 
Ejemplo 1: 
 
Los factores del número 24 son: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 y 24. 
Ejemplo 2: 
 
Los factores del número 53 son 1 y 53, por lo tanto es un número primo. 
 
Ejemplo 3: 
 
Los factores del número 249 son 1, 3, 83 y 249. 
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SEXTO  ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo es construyó para indicar el k ésimo divisor de n. 
 
Presentación que se propone en DERIVE: 
 
 
Ejemplo 1: 
 
Los divisores del número 32 son: 1, 2, 4, 8, 16 y 32, donde el tercer divisor es el número 
4. 
Ejemplo 2: 
 
El quinto divisor del número 76 es 38. 
Ejemplo 3: 
 
El séptimo divisor del número 752 es 94. 
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SÉPTIMO  ALGORITMO: 
 
Definición: Sean  ,   números enteros con   diferente de cero. Decimos que    divide  a 
  si existe un entero   tal que     . Usaremos el símbolo  |  para denotar que   es un 
divisor o factor de  . 
Ejemplo: Como       , el número   es un divisor o factor de 15, ( |  ) y 15 es un 
múltiplo de 3 y de 5. 
 
Si  |  y  | , entonces se dice que   es un divisor común o un factor común de   y  . 
Se dice que   es el máximo común divisor de   y   si   es el mayor de los enteros 
positivos que dividen los valores absolutos de los enteros   y  . Usaremos el símbolo 
(   ) para denotar el máximo común divisor de   y  .  
 
Por ejemplo, los divisores de 18 son 1, 2, 3, 6, 9 y 18; los divisores de 24 son: 1, 2, 3, 4, 
6, 8, 12 y 24; los divisores comunes de 18 y 24 son: 1, 2, 3 y 6 y el máximo común divisor 
de 18 y 24 es 6; esto es (     )   . 
 
Definición: Si   y   son enteros no ambos iguales a cero tales que (   )   , decimos 
que   y   son primos relativos. 
 
 
El siguiente algoritmo se construyó para  indicar la cantidad de divisores que tiene un 
número. Hay que recordar que ya habíamos definido la función aritmética  ( ). 
 
Presentación que se propone en DERIVE: 
 
Ejemplo 1: 
 
La cantidad de divisores o factores del número 6 es 4, que son: 1, 2, 3 y 6.  
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Ejemplo 2: 
 
La cantidad de divisores del número 3768 es de 16. 
 
Ejemplo 3: 
 
La cantidad de divisores del número 197653 es 4. 
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OCTAVO  ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para indicar cuánto es la suma de todos los divisores 
del número  , función definida anteriormente como  ( ). 
 
 
Presentación que se propone en DERIVE: 
 
 
Ejemplo 1: 
 
Los divisores del número 12 son: 1, 2, 3, 4, 6 y 12 y su suma 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 12 = 28 
 
Ejemplo 2: 
 
La suma de los divisores de 57 es 80. 
 
Ejemplo 3: 
 
La suma de los divisores del número 542987 es de 542988. 
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2.3 Función multiplicativa 
DEFINICIÓN:  
Una función aritmética    se dice multiplicativa, si siempre que (   )   , entonces: 
 (  )   ( ) ( ). 
 
Entre algunas funciones multiplicativas se tienen: 
2.3.1 Función de Möbius 
La  función µ de   en{         } talque si      , entonces: 
 
 ( )  {
                                                                                                                        
                                                                                     
(  )                                                          
 
 
Se denomina la  función  de MÖBIUS. 
Derive nos proporciona una herramienta muy útil para calcular esta función, como los es: 
 
 
NOVENO  ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para hallar la función Möbius de algunos números. 
 
Ejemplo 1: 
 
 (  )   , porque    (  )( ), por lo tanto existe un número primo (2), tal que    divide 
a 12. 
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Ejemplo 2: 
 
 (  )    , porque    (  )( ), luego es el producto de un solo número primo, así: m 
= 1, por lo tanto  (  )     . 
 
Ejemplo 3: 
 
 (   )   , porque     ( )( )( )( ), luego es el producto de cuatro números primos 
diferentes, así: m = 4, por lo tanto  (  )    . 
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DÉCIMO  ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para probar que la función Möbius es multiplicativa. 
 
 
Ejemplo 1: 
 
 
 
 
Aquí tenemos que: 
 
 
Ejemplo 2: 
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2.3.2 Función   de Euler. 
Definición: La función   de    en    tal que      ,  ( )   Número de enteros 
positivos menores o iguales que  , primos relativos con  , se denomina la función   de 
Euler, a éste número  ( ),  se le conoce como número de Euler. 
 
DÉCIMO PRIMER  ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para hallar los enteros positivos menores o iguales a 
 , primos relativos con  , es decir  ( ). 
 
Ejemplos 1: 
 
El número de enteros positivos menores o iguales a 36, primos relativos con 36 son: 1, 5, 
7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31 y 35. 
 
Ejemplos 2: 
 
El número de enteros positivos menores o iguales a 12, primos relativos con 12 son: 1, 5, 
7 y 11. 
 
Ejemplos 3: 
 
El número de enteros positivos menores o iguales a 13, primos relativos con 13 son: 1, 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 y 12. 
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DÉCIMO SEGUNDO   ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para probar que la función   de Euler es 
multiplicativa. 
 
 
 
Ejemplos 1: 
Sean dos enteros 13 y 14 primos relativos. 
 
 
Ejemplos 2: 
 
 
Ejemplos 3: 
 
 
Ejemplos 4: 
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DÉCIMO TERCER   ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para hallar los números de Euler que son mayores o 
iguales a   y menores o iguales a . 
 
 
Ejemplos 1: 
 
 
Esta tabla indica los números de Euler correspondientes a los números que son  mayores 
o iguales a    y menores o iguales a   ;  así el número 12 tiene como número de Euler a 
4 y 8 es el número de Euler correspondiente a los números 15, 16 y 20. 
 
Ejemplos 2: 
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Esta tabla  indica los números de Euler correspondientes a los números que son  
mayores o iguales a    y menores o iguales a   ;  así el número 50 tiene como número 
de Euler a 20  y 16 es el número de Euler correspondiente a los números 48 y 60. 
 
Ejemplos 3: 
 
Esta tabla indica los números de Euler correspondientes a los números que son  mayores 
o iguales a     y menores o iguales a    ;  así el número 210 tiene como número de 
Euler a 48 y 180 es el número de Euler correspondiente a los números 209 y 217. 
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DÉCIMO CUARTO   ALGORITMO: 
 
El siguiente algoritmo se construyó para graficar la distribución de los primeros   
números de Euler. 
 
 
 
 
Ejemplos 1: 
 
 
 
Esta gráfica representa la distribución de los primeros ochenta números de Euler. 
 
Ejemplos 2: 
 
Esta gráfica representa la distribución de los primeros 120 números de Euler. 
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Esta gráfica representa la distribución de los primeros 120 números de Euler. 
Ejemplos 3: 
 
 
Esta gráfica representa la distribución de los primeros 140 números de Euler. 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
3. Capítulo 3.   Propuesta didáctica. 
“Hoy en día, las nuevas tecnologías han cambiado profundamente el mundo de las 
matemáticas y el de las ciencias, ya que no sólo han afectado las preocupaciones 
propias de su campo y la perspectiva como éste se ve, sino también, el modo en que las 
ciencias y las matemáticas se hacen”2. 
 
Se debe proporcionar a los estudiantes herramientas que les permitan actuar en diversas 
situaciones de la vida diaria. La enseñanza hoy se centra en la motivación y el desarrollo 
de conocimiento que le permita al estudiante desarrollar la capacidad de utilizar 
representaciones, conceptos, y procedimientos matemáticos para interpretar y 
comprender el mundo real. Ya no se orienta en el aprendizaje de algoritmos y 
procedimientos de cálculo o en la solución de problemas como elemento de revisión de lo 
aprendido. 
 
Los estudiantes se motivan especialmente cuando aprenden con apoyo de las TIC, la 
interactividad y el dinamismo que incitan su atención, por eso es necesario el rediseño de 
la metodología, creando ambientes de aprendizaje enriquecidos con tecnología, 
ambientes virtuales de aprendizaje haciendo uso  de las herramientas como salas de 
cómputo, software especializado, internet de banda ancha, entre otros, para que los 
estudiantes puedan desarrollar su creatividad y su capacidad de diseño de soluciones 
ricas en información dentro de una cultura digital, que implica el uso seguro y crítico, 
responsable y eficaz de estas técnicas3. 
                                               
 
2
Ministerio de Educación Nacional. Proyecto de innovaciones Tecnológicas en la enseñanza de las 
matemáticas y ciencias 
 
3
Aula Urbana No. 74. 
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Hoy los estudiantes deben tener la posibilidad de interpretar datos, establecer relaciones, 
usar conceptos matemáticos, analizar regularidades, establecer patrones de cambio, 
planificar estrategias de solución, ensayar procedimientos y aceptarlos o descartarlos, 
argumentar y defender posiciones propias, por lo tanto es necesario desarrollar 
capacidades, valores y actitudes que le permitan hacer frente a diferentes situaciones. 
Para ello, hay que plantear una educación de calidad que comprenda los conocimientos 
propios del área, valores, comportamientos y habilidades que correspondan a las 
necesidades actuales, con el compromiso  de una enseñanza que los habilite a avanzar 
desarrollando sus potencialidades y los prepare para enfrentar los escenarios cada vez 
más complejos. 
 
No se genera conocimiento de calidad cuando el estudiante no capta la esencia de los 
conceptos, no se debe enmarcar los procesos de enseñanza-aprendizaje bajo un 
esquema rígido, donde los estudiantes no participen, ni valoren los conocimientos 
generados por él y los demás compañeros del curso.   
 
Es necesario enriquecer los modos de presentación y la variedad de los problemas a ser 
resueltos y sobre todo fundamentalmente, sostener un trabajo de reflexión sobre lo 
realizado pidiendo siempre la explicación, el reconocimiento y la sistematización del 
conocimiento ligado en la resolución de los problemas, así como de las formas de 
obtenerlo y validarlo.   
 
“… El aspecto más sobresaliente de DERIVE es el trabajo simbólico unido a sus 
capacidades gráficas. Es una herramienta excelente para hacer y aplicar matemáticas, 
para documentar el trabajo de matemáticas y para aprender a enseñar matemáticas…”4 
Aplicando el programa de álgebra computacional DERIVE, se construirán procedimientos 
computacionales que permitan que  los jóvenes puedan ir descubriendo las propiedades 
fundamentales de las funciones multiplicativas a partir de una visión aritmética, eludiendo 
las complejas demostraciones de las mismas que se hacen en los cursos universitarios 
                                               
 
4
BERNHARD KUTZLER, VLASTA KOKOL VOLJIV, Derive 6.1, Texas Instruments. 
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de teoría de números, de tal forma que resulte natural familiarizarse con estas 
propiedades ya que los engorrosos cálculos que son el obstáculo más grande en el 
diseño de ejemplos los hará el computador, logrando que el estudiante pueda 
familiarizarse más fácilmente con conceptos como: número primo, número compuesto, 
máximo común divisor, mínimo común múltiplo, parte entera, número de divisores de un 
número,  entre  otros. 
 
“…La diferencia sustancial con ambientes de aprendizaje tradicionales estriba en la 
posibilidad de modificar la construcción realizada…” “…El computador hace posible que 
fórmulas, tablas de números se enlacen rápidamente. Cambiar una representación y ver 
los cambios en las otras, ayuda a los estudiantes a comprender las relaciones entre 
ellas…”5 
El estudio de la Matemática es un proceso continuo, que incluye conocimientos, 
destrezas, capacidades, habilidades, principios, valores y actitudes para que los 
estudiantes aprendan a desarrollar su potencial, hagan frente a situaciones, tomen 
decisiones utilizando la información disponible y  las resuelvan, permitiendo su inserción 
en la sociedad como ciudadanos plenos, críticos y responsables.   
 
A continuación se presentan algunas actividades para fortalecer temas básicos de la 
teoría de números, diseñadas para utilizar el programa de álgebra computacional 
DERIVE. 
En la teoría de Vigotsky (1979) el desarrollo mental de cada individuo se manifiesta en 
dos niveles: el nivel evolutivo real, que se establece como resultado de los ciclos 
evolutivos llevados a cabo definiendo los productos finales del desarrollo, las funciones 
que ya han madurado en el individuo:  y el nivel de desarrollo potencial, determinado por 
las acciones que realiza bajo guía de un adulto o con la colaboración de otro estudiante 
mejor preparado. La diferencia entre estos dos niveles es lo que denominó zona de 
desarrollo próximo, la cual no es otra cosa que: “la distancia entre los dos niveles.” 
                                               
 
5
Ministerio de educación Nacional de Colombia. Serie Documentos. Tecnologías Computacionales en el 
currículo de Matemáticas, autores varios. 
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Por eso este tipo de actividades permite  guiar al estudiante hasta que sea capaz de 
resolver el problema por sí solo, incrementando su estudio independiente.  
El paso del desarrollo real al potencial se favorece por el intercambio entre el estudiante 
con otros estudiantes y el docente, donde se desarrolla la negociación de saberes, con la 
utilización y solución de contradicciones que generen desarrollo, siendo esto un reto para 
los docentes.  
El uso de programas como DERIVE, es motivado por razones como:  
 Al realizar los cálculos rutinarios, libera tiempo para poder plantear situaciones 
reales y dedicarlo a otras actividades de un nivel superior: análisis de situaciones, 
interpretación de resultados. 
 Permite experimentar, variar parámetros y observar resultados. 
 La visualización gráfica permite una mejor comprensión de algunos conceptos. 
 Los estudiantes con dificultades en los procesos de cálculo pueden avanzar en el 
aprendizaje, sin que estas dificultades supongan una barrera infranqueable. 
 Permite un trabajo más autónomo, tanto a nivel individual como grupal. 
Beneficios que superan los peligros como: 
 Pérdidas de destrezas básicas de cálculo y dependencia de la máquina. 
 Percepción de la matemática como algo mágico, sobre la cual no se tiene control. 
 Confianza total en la máquina que lleva a la pérdida del sentido crítico. 
 El tiempo dedicado al aprendizaje  del uso del programa. 
 
Siendo  mucho más los beneficios para la educación secundaria por eso es muy 
conveniente el uso del programa DERIVE. 
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3.1 Taller Nº 1. PRIMALIDAD 
Recordemos:  
Definición de número primo: 
Un número primo es todo entero      que no puede expresarse de la forma      , 
donde   y   son enteros positivos ambos menores que  . 
Ejemplos: 
El número 1, tiene solo un divisor que es el 1, por lo tanto no es primo, se dice que es un 
número singular. 
El número 2, tiene como únicos divisores los números: 1 y 2, por lo tanto es primo, 
además es el número primo par. 
El número 4, tiene como divisores a los números 1, 2 y 4, por lo tanto no es primo, es 
compuesto porque tiene más de dos divisores. 
ACTIVIDAD. 
Verifique cuáles de los siguientes números son primos. 
12 
351 
70492 
89027432 
945012785 
Ahora realice el procedimiento utilizando el programa DERIVE y la siguiente función: 
 
Compare para verificar los resultados obtenidos anteriormente. 
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3.2 Taller Nº 2. DIVISIBILIDAD 
Recordemos:  
Definición de Divisor: Sean   y   enteros. Se dice que   es un divisor de    si      
para algún entero  . 
Ejemplos: 
4 Es divisor de 12 porque       . 
3 Es divisor de 15 porque       . 
7 Es divisor de 42 porque       . 
 
ACTIVIDAD. 
Encuentre los divisores de cada uno de los siguientes números. 
12 
34 
106 
271 
3409 
706543 
Ahora realice el procedimiento utilizando el programa DERIVE y la siguiente función: 
 
Compare para verificar los resultados obtenidos anteriormente. 
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3.3 Taller Nº 3. CANTIDAD DE FACTORES 
Recordemos:  
Definición de Factor: Un número entero   es un factor o divisor propio de un entero de 
 , si    es divisor de  , con    . 
Ejemplos: 
4 Es factor de 12 porque 4 es divisor de 12. 
8 Es factor de 64 porque 8 es divisor de 64. 
11 Es factor de 77 porque 11 es divisor de 77. 
 
ACTIVIDAD. 
Determine el número de factores de los siguientes números. 
21 
57 
109 
3450 
9467821 
Ahora realice el procedimiento utilizando el programa DERIVE y la siguiente función: 
 
Compare para verificar los resultados obtenidos anteriormente. 
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3.4 Taller Nº 4. FUNCIÓN µ DE MÖBIUS 
 
 
Recordemos, la función  ( ) de Möbius está definida como: 
 
 ( )  {
                                                                                                                        
                                                                                     
(  )                                                          
 
 
Ejemplos: 
 (  )   , porque      , por lo tanto existe un número primo (2), tal que    divide a 16. 
 
 ( )   , porque   ( )( ), por lo tanto existe dos números primos diferentes, así   
 , tal que (  )   . 
 
 (  )    , porque    es un número primo, por lo tanto    , así (  )    . 
 
ACTIVIDAD. 
Hallar: 
 ( )   
 (  )   
 (  )   
 (   )   
 (   )   
 (    )   
 
Ahora realice el procedimiento utilizando el programa DERIVE y la siguiente función: 
 
Compare para verificar los resultados obtenidos anteriormente. 
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3.5 Taller Nº 5. MULTIPLICIDAD DE LA FUNCIÓN    DE 
MÖBIUS  
 
Recordemos: la función  ( ) de Möbius es multiplicativa porque  (   )   ( )   ( ) 
 
Ejemplos: 
 
1)  (    )   (  )    
            (  )   ( )        
 
2)  (    )   (  )    
            ( )   (  )          
 
3)  (     )   (    )     
             (  )   (  )          
 
ACTIVIDAD. 
Pruebe que la función de Möbius es multiplicativa para los siguientes números: 
 (    )   
 (     )   
 (     )   
 (     )   
 (      )   
 
Ahora realice el procedimiento utilizando el programa DERIVE y la siguiente instrucción: 
 
Compare para verificar los resultados obtenidos anteriormente. 
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3.6 Taller Nº 6.  FUNCIÓN    DE EULER 
 
  Recordemos:  ( )   Número de enteros positivos menores o iguales que  , primos 
relativos con  , se denomina función   de Euler. 
 
Ejemplos: 
1)  ( )    
El número de enteros positivos menores o iguales a 9, primos relativos con 9 son: 
1, 2, 4, 5,  7 y 8. 
2)  (  )     
El número de enteros positivos menores o iguales a 22, primos relativos con 22 
son: 1, 3,  5, 7, 9, 13, 15, 17, 19 y 21. 
3)  (  )     
El número de enteros positivos menores o iguales a 38 primos relativos con 38 
son: 1, 3, 5,  7, 9, 11, 13, 15, 17, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35 y 37. 
 
ACTIVIDAD. 
Hallar: 
 (  )   
 (  )   
 (  )   
 (  )   
 (   )   
Ahora realice el algoritmo utilizando el programa DERIVE y la siguiente instrucción: 
 
Compare para verificar los resultados obtenidos anteriormente. 
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3.7 Taller Nº 7. MULTIPLICIDAD DE LA FUNCIÓN    DE 
EULER 
 
Recordemos: La función  ( ) de Euleres multiplicativaporque (   )   ( )   ( ) 
 
Ejemplos: 
 
1)  (   )   (  )    
 ( )   ( )        
 
2)  (   )   (  )     
 ( )   ( )         
 
3)  (     )   (   )      
 (  )   (  )           
 
 
ACTIVIDAD. 
Pruebe que la función  ( ) de Euleres multiplicativa para los siguientes números: 
 (    )   
 (     )   
 (     )   
 (     )   
 (     )   
 
Ahora realice el algoritmo utilizando el programa DERIVE y la siguiente instrucción: 
 
Compare para verificar los resultados obtenidos anteriormente.
  
 
4. Conclusiones y recomendaciones 
“La matemática tiene las progresiones geométricas  que elevan los números a maravillosa altura,  
las sociedades tienen la educación”. 
 
José Martí. 
4.1 Conclusiones 
Las relaciones entre los números han despertado siempre el interés del hombre, desde 
las primeras civilizaciones. El uso de las computadoras ha generado avances muy 
significativos en la Matemática, por lo tanto, es necesario que los estudiantes conozcan y 
utilicen programas computacionales que les permitan concentrar sus esfuerzos en el 
razonar, solucionar y formular problemas, así como en verificar teoremas y propiedades 
matemáticas, comprendiendo el tipo de relaciones que se presentan.   
 
Los estudiantes deben poseer un correcto manejo de elementos matemáticos básicos 
como: número primo, número compuesto, divisor, máximo común divisor, mínimo común 
múltiplo, entre otros; de igual manera, el uso del programa DERIVE les permite visualizar 
ejemplos que manualmente no sería posible lograrlos; esto amplia el horizonte sobre los 
conceptos tratados y genera un enfoque que les permite ir más allá de las concepciones 
finitistas de las matemáticas. 
 
Se necesitan profesores actualizados permanentemente, que localicen y hagan uso de la 
información que necesitan por distintos caminos, con pleno conocimiento de los 
contenidos que enseñan, así como  de los principios pedagógicos, filosóficos, 
sicológicos, epistemológicos de la educación y que apliquen correctamente la ciencia y la 
tecnología en su práctica educativa, permitiéndoles el diseño de estrategias educativas 
para lograr el adecuado aprendizaje de sus estudiantes.  
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Hay varias razones por las cuales se aduce la necesidad de impulsar el uso de software 
especializado: 
1. Se disminuye el tiempo dedicado a los cálculos rutinarios y aburridos, dejando 
más tiempo para poder plantear situaciones significativas y dedicarlo a otras 
actividades de nivel de mayor complejidad: análisis de la situación, modelación de 
situaciones, interpretación de resultados, argumentar y defender posiciones 
propias, entre otras. 
2. Permite experimentar, ensayar procedimientos variando parámetros y observar 
resultados analizando su razonabilidad. 
3. La visualización gráfica permite una mejor comprensión de algunos conceptos 
para poder llegar a deducir algunas generalizaciones. 
4. Los estudiantes con falencias en los procesos de cálculo pueden avanzar en el 
aprendizaje, sin que estas dificultades supongan un obstáculo infranqueable. 
5. Permite un trabajo más disciplinado y autónomo, tanto a nivel individual como en 
colectivo. 
 
 
 
 
4.2 Recomendaciones 
Efectuar una prueba diagnóstica para conocer el nivel de manejo de elementos 
matemáticos básicos esenciales para el estudio de las funciones. 
 
Realizar un permanente acompañamiento al estudiante en cada una de las actividades 
propuestas, esto con el fin de ir conociendo la evolución de sus logros y de ir corrigiendo 
cuando sea necesario. 
 
Desarrollar actividades que permitan al estudiante alcanzar un buen manejo del 
programa DERIVE, ya que a pesar de ser un software implementado por ministerio de 
Educación Nacional en los colegios públicos ni los profesores ni los estudiantes saben 
utilizarlo. 
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En el desarrollo de los talleres propuestos es necesario que el estudiante primero realice 
los ejercicios de forma manual y luego si usar DERIVE para comprobar los resultados, 
esto permitirá determinar qué tan claros tiene los conceptos, para hacer las correcciones 
necesarias. 
 
Es necesario revisar los objetivos de la enseñanza de la matemática, determinando si se 
debe ir más allá de las meras destrezas de cálculo o buscar pautas en el comportamiento 
de los objetos, realizar conjeturas, comprobarlas (demostraciones) o refutarlas 
(contraejemplos), modelar situaciones reales, resolver problemas, analizar posibles 
soluciones; esto incide directamente en un replanteamiento del sistema de evaluación. 
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